1. Gestao da Cartelra

1.2. Teoria da Utilidade num Contexto de Incerteza



A selecao de ativos com risco envolve dois passos:
12 Delineacao do conjunto de oportunidades de investimento;

22 Determinacao de critérios de selecao.

Nesta analise vamos comecar pelo 22 passo, ou seja, vamos apresentar
o critério de selecao que determina a decisao 6tima.



Funcao preferéncia e Axiomas de racionalidade

De acordo com a teoria econdmica da escolha num contexto de incerteza,
qualquer que seja o conjunto de oportunidades que o investidor enfrente, a
sua funcao de preferéncia desempenha um papel fundamental na sua

decisao 6tima.

Antes de vermos como, vejamos o conjunto de axiomas ou postulados
estabelecido relativamente ao comportamento do investidor, também

designados axiomas de racionalidade.



Axiomas de racionalidade

Os axiomas de racionalidade permitem a derivacao do teorema da utilidade
esperada: ordenam-se os projetos de investimento em funcao da sua utilidade
esperada e escolhe-se aquele cujo valor € maior. Trata-se de um critério de
escolha assente na maximizacao da utilidade esperada.

Os axiomas sao os seguintes:

Axioma da comparabilidade

Axioma da transitividade

Axioma da independéncia forte
Axioma da unicidade ou continuidade
Axioma da monotonia
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Axioma de ndo saciedade



1. Axioma da comparabilidade

Um investidor pode estabelecer uma ordenacao entre todas as alternativas de
resultado certo, isto &, o investidor € sempre capaz de comparar essas
alternativas.

Se o investidor tem que escolher entre quaisquer duas alternativas de resultado
certo, A e B, é sempre capaz de compara-las: pode definir uma preferéncia por A
ou por B ou ainda uma indiferenca entre ambos.

Em termos formais, o investidor é sempre capaz de dizer:
e se A>B, se A é estritamente preferido a B;

e se B>A, se prefere Ba A; ou

* se A~B, se A é indiferente a B.



2. Axioma da transitividade

Este axioma assegura a consisténcia da ordenacao
estabelecida pelo decisor.

Formalmente,
se A>B e B>C entao A>C;

se A~B e B~C entao A~C.



3. Axioma da independéncia

Vejamos o que se entende por lotaria/jogo/projeto.
Uma lotaria € um jogo cujos resultado é aleatorio.

Representa-se por D (A, C; p, 1-p) a lotaria ou projeto de resultado A com
probabilidade p e de resultado C com probabilidade 1-p.

Se A~B e seja C uma alternativa de resultado certo. A independéncia implica
qgue o investidor € indiferente entre os jogos seguintes:

D (A, C p, 1-p)~E(B, C; p, 1-p).

SeA>BentaoD (A, C p, 1-p)>G(B, C; p, 1-p).

Isto significa que a ordenacao de duas alternativas nao é modificada quando
sao introduzidas numa lotaria que comporta uma terceira alternativa de
resultado certo.



4.Axioma da unicidade ou continuidade (equivalente
certo)

Para qualquer lotaria existe um valor (designado equivalente certo) tal que
o investidor € indiferente entre a lotaria e o equivalente certo. A ideia
transmitida é a de que tudo tem um preco.

Exemplo:

Se A>B>C, existe uma Unica probabilidade p tal que B é indiferente a uma
lotaria de resultado A com probabilidade p e de resultado C com
probabilidade 1-p, ou seja, B~™D (A, C; p, 1-p ). Diz-se que B é o equivalente
certo de D.



5. Axioma da monotonia

Sejam as lotarias A(C, D; p, 1-p ) e B(C, D; g, 1-q ).

Se C>D e p>q, entao A>B.



6. Axioma de ndo saciedade

Qualquer investidor prefere sempre ter mais do que menos
riqueza/rendimento, ou seja,

V A, A+1>A>A-1



E com base nestes axiomas que é desenvolvido o teorema da utilidade
esperada.

De acordo com este teorema, a forma racional de ordenar os projetos
de um conjunto de oportunidades de investimento num contexto de
incerteza consiste em considerar o valor esperado da utilidade de cada
um. A utilidade é uma variavel aleatoria que depende da riqueza ou da
taxa de rendimento.

O critério de escolha consiste portanto na maximizacao da utilidade
esperada.



Teorema da utilidade esperada

Assim, o critério de escolha é dado por:

N
Max E[U(Wi )]k — Z P, (Wi )U(Wi)

com ‘ =1

k - contador do numero de projetos em analise;

i - contador do niumero de rendimentos/riquezas possiveis do projeto k;

n - numero de rendimentos/riquezas possiveis do projeto k;

E[U(Wi)]k - utilidade esperada da riqueza final associada ao projecto k;

U(Wi) - indice de utilidade associado a cada nivel de riqueza final do projecto k ou
funcao utilidade do individuo;

Pi(Wi) - probabilidade de ocorréncia do nivel W; de riqueza final no projecto k.



Dito de outro modo,

o critério de escolha racional consiste na maximizacao do valor esperado
de uma funcao utilidade que depende da riqueza (ou do rendimento),
U(W) ou U(R).

Este critério ultrapassa as insuficiéncias do critério da maximizacao da
rigueza esperada ou do rendimento esperado pois entra em linha de
conta com o comportamento do investidor face ao risco.



Exemplo

Considere os dois seguintes projectos de investimento:

Projecto A Projecto B
Rendimento Prob. Rendimento Prob.
wl P w3 q

w2 1-p w4 1-g



Riquezas Esperadas e Utilidades Esperadas

e E(W)A=pwl+(1-p)w2; E(W)B=qwl+(1-q)w?2

* E[U(W)]A=pU(w1)+(1-p)U(w2); E[U(W)]B=qU(w1)+(1-q)U(w2)

As riquezas esperadas nao tém em consideracao o grau de dispersao da
riqueza, por isso nao podem ser utilizadas como critério de escolha.

Deverdo considerar uma medida de volatilidade. Mesmo quando esta
é obtida, nao é possivel tomar decisdes, pelo que se torna
necessario utilizar o critério da utilidade esperada.



Funcoes utilidade

* Forma: U=U(W), W representa a riqueza no fim do periodo

Todas as propriedades discutidas/verificadas para U(W) também se verificam para
U(R) pois Wf=Wi(1+R), onde R representa a taxa de rendimento, ou Wt=Wt-1(1+R)

* Natureza: funcao de utilidade cardinal (Von Neumann-Morgenstern)
R—->R
W - UW)

u.m.— n? de utilidades do investidor (medida de bem estar)

Exemplo: U(W) = 4W — 0.1W?, W < 20



Propriedade Matematica

Sao invariantes a transformacoes lineares monotonas positivas.
A escolha com base em U(W) mantém-se para:

« U(W)+a, V a
* kU(W), k>0



Propriedades economicas
12 propriedade

A funcao utilidade é consistente com o facto dos agentes preferirem mais
a menos (principio da nao saciedade).

No caso de uma funcao utilidade U(W) a primeira derivada é positiva,
dU(Wi)>O
dw.

isto é, trata-se de uma funcao utilidade crescente.



22 propriedade

Esta propriedade € uma hipotese sobre o comportamento do investidor
face ao risco. Sao possiveis trés situacoes:

- O investidor é avesso ao risco;
- O investidor é neutro (indiferente) face ao risco; e
- O investidor pode ser amante do risco.

Estes trés comportamentos possiveis dos investidores face ao risco podem
ser definidos em funcao de um jogo justo (fair gamble).



Jogo justo e comportamento face ao risco

Um jogo justo € aquele em que o valor esperado do ganho é exatamente
igual ao custo inerente a participacao no jogo.

Assim, tem-se:

1. Aversao ao risco implica rejeicao do jogo justo;

2. Neutralidade face ao risco implica indiferenca em relacao a escolha ou
nao do jogo;

3. Amante do risco implica selecao do jogo justo.



Exemplo de jogo justo

Considere-se o seguinte jogo, investir ou nao investir:

Investir Nao investir
Resultado  Probabilidade Resultado  Probabilidade
2 1/2 1 1
0 1/2

E[Investir]=2x1/2 + 0x1/2=1=E[W]

E[N3o Investir]=1x1=1=E[W/]nI

E possivel modelizar o comportamento dos investidores, de acordo com a respetiva
aversao ao risco, da forma que a seguir se descreve.



1. Investidor com aversao ao risco

O comportamento de aversao ao risco leva a rejeicao do jogo, ou seja, a utilidade
esperada de nao investir € maior do que a utilidade esperada de investir. Assim
tem-se, sucessivamente, a desigualdade:

U(1)>%.U(2) + %..U(0) & 2.U(1)> U(2) + U(0)=U(1) + U(1) > U(2) + U(O)
U(1) - U(0) > U(2) - U(1).

AU1> AU2 (em termos discretos)< Utilidade marginal decrescente

Ou seja, um agente avesso ao risco atribui uma maior utilidade a uma variacao no
nivel de riqgueza quando esta ocorre a niveis de riqueza inferiores do que a uma
variacao de igual montante a um nivel de riqueza superior.



Em termos continuos, a funcao utilidade tem a segunda derivada

negativa, ¢uw) 4, ou seja, € uma fungao concava.
dW?

ﬂk
uw) /
U(2) / U=U(W)
AU2
{

u(1)
au1
u(0)




Curvas de indiferenca

Demonstra-se que a familia de C.I. sao:

» Convexas no espago (o, Ep)

* Lineares no espaco (05, EP)

]




Exemplo

Seja o projecto

Wi Probabilidade
100 1/2 E(W)=1/2.100+1/2.200 =150
200 1/2 E[U(W)]=72.U(100) +1/2.U(200)

A utilidade esperada E[U(W)], pode ser determinada atraves da reta que liga o ponto A ao
ponto B, mais concretamente projetando o ponto D no eixo da utilidade.

ul B

C /
E[Ui%w]

D

100 E 150 200 W

Por outro lado, projetando o ponto D na fungao utilidade obtem-se o ponto C, que por sua
vez projetado no eixo da riqueza, permite obter o equivalente certo, isto &, o montante E
gue tem uma utilidade igual a utilidade esperada do projeto. O montante E €, neste caso,
inferior ao valor esperado da riqueza do projeto.



2. Investidor neutro ao risco

O comportamento de neutralidade face ao risco significa que a utilidade esperada
de nao investir é igual a utilidade esperada de investir. Assim tem-se,
sucessivamente, a igualdade:

U(1)=7.U(2) + %2.U(0) & 2.U(1)= U(2) + U(O)=U(1) + U(1) = U(2) + U(0)
U(1) - U(0) = U(2) - U(2).

Analogamente

AU1= AU2 (em termos discretos)<Utilidade marginal constante

Neste caso, uma variagao da riqueza tem sempre a mesma variagao da utilidade,
mdependentemente o nivel de riqueza.

Portanto, a funcao utilidade é representada por uma reta.



Em termos continuos, a funcao utilidade tem a segunda derivada nula,
d*U(W

2 -0® U”’(W)=0, ou seja, € uma funcao linear.
dw

uw) |

v




Curvas de indiferenca

Demonstra-se que a familia de C.I. sao:

* Lineares no espago (UP'EP)

* Lineares no espaco (05, EP)

]




Neste caso, o equivalente certo coincide com o valor esperado do
resultado do jogo.

100 150 200 W



3.Investidor amante do risco

Um investidor que seja amante do risco prefere o jogo, pelo que a utilidade
esperada de investir é superior a utilidade esperada de nao investir. Assim,

tem-se

15.U(2) + %.U(0) >U(1) © U(2) + U(0)>2.U(1) ©U(2) + U(0)>U(1) + U(1) &
U(2) - U(1) = U(1) - U(0).

Analogamente

AU2> AU1 (em termos discretos)<Utilidade marginal crescente

Neste caso, uma variacao unitaria da riqueza € mais valorizada do que a
variacao unitaria que a antecedeu.



Em termos continuos, a funcao utilidade tem a segunda derivada

[ [ 2 ° V 4 ~
positiva, 9 dU(\;V ~ 0, OuU seja, € uma funcao convexa.
W

uw) 1

v




Curvas de indiferenca

Demonstra-se que a familia de C.I. sao: @
) 4 /N

» Convexas ou céncavas no espago (g, R,) /—/77

]

5 1
— R
* Lineares no espaco (05, R,) ’ \\\




O equivalente certo € agora superior ao valor esperado do jogo.

ll L

100 150 E 200 vy



Prémio de risco

O comportamento do investidor face ao risco pode ser avaliado pelo
prémio de risco, T, entendido como o0 montante que o investidor esta
disposto a pagar para evitar o risco.

Trata-se de uma medida de aversao absoluta ao risco do investidor.
Assim, m = E(W) — W., onde W, é o equivalente certo de um projeto
com risco.

W : U(WE)=E[U(W)]

Também é possivel definir o prémio de risco como uma medida de
E(W) 1

*
Cc

aversao relativa ao risco: T =



Investidor com aversao risco, T > 0
SeW. < E(W)entdo m>0

Neste caso U[E(W)]>E[U(W)] U(w)

U[E(W)]
Riqueza esperada: E[U(W)]
E(W)=pwl+(1-p)w2

Utilidade eperada:
E[U(W)]=pU(w1)+(1-p)U(W2) é
representada por D.

Projetando D na curva de utilidade,

obtemos o ponto C que projetado no

' ' - Wy E(W
eixo W permite obter o equivalente certo. W1 ™ W) w2



Investidor neutro ao risco, T = 0

SeW=E(W)entdo m=20

Neste caso U[E(W)]=E[U(W)]




Investidor amante do risco, T < 0

SeW’>E(W)entdo m<O0

Neste caso U[E(W)]<E[U(W)]




32 Propriedade
Esta propriedade das funcoes utilidade € uma hipotese sobre a alteracao das
preferéncias do investidor resultante de variacdes absolutas da riqueza.

Para determinarmos a variacao do investimento em ativos com risco induzida
pela variacao da riqueza, € necessario introduzir uma medida de aversao
absoluta ao risco.

Essa medida é dada por

Onde U’ (W) e U"(W) sao a 12 e a 22 derivadas da funcao utilidade da riqueza.



Relativamente a aversao absoluta ao risco sao possiveis trés comportamentos:

* Se o investidor aumenta o montante investido em ativos com risco quando a
sua riqueza aumenta, entao o investidor exibe uma aversao absoluta ao risco
decrescente;

* Se o investidor mantém o montante investido em ativos com risco quando a
sua riqueza aumenta, entao o investidor tem uma aversao absoluta ao risco
constante;

* Se o investidor diminui o montante investido em ativos com risco quando a sua
rigueza aumenta, entao o investidor exibe uma aversao absoluta ao risco
crescente.



Sendo A(W) a medida de aversao absoluta ao risco do investidor, uma medida
de como a aversao absoluta ao risco se comporta face a alteracdes da riqueza
é dada pela sua primeira derivada em relacao a riqueza,

AW) _ 5wy
dW

Assim sendo, os seguintes resultados podem ser obtidos:

Se A'(W)>0, a aversao absoluta ao risco é crescente;
Se A'(W) =0, a aversao absoluta ao risco é constante;
Se A'(W)<0, a aversao absoluta ao risco é decrescente.



Exemplo
Seja a seguinte funcao utilidade U(w) = aw - bw?,coma, b>0 e  W<(a/2).
Ter-se-a

U'(W)=a—-2bW >0
U”"(W)=-2b<0

A(W) = 2b
a—2bwWwW
2
A' (W) = 40

>0
(a—2bW)?

Conclusao: o investidor revela uma aversao absoluta ao risco crescente.



Sintese

Condicao Definicao Propriedade de A" (W) Exemplo de funcao
utilidade

Avers3o absoluta ao risco A medida que a riqueza A'(W)>0 U(W)= W—cw?
crescente aumenta, o investidor

diminui o montante

investido em ativos com

risco
Aversdo absoluta ao risco A medida que a riqueza A'(W)=0 U(W)= —e= W
constante aumenta, o investidor

mantém o montante
investido em ativos com

risco
Aversdo absoluta ao risco A medida que a riqueza A'(W)<0 U(wW)=InW
decrescente aumenta, o investidor
aumenta o montante 42

investido em ativos com



42 Propriedade

Esta propriedade assenta numa hipotese sobre a alteracao da
percentagem de riqueza investida em ativos com risco a medida que a
rigueza aumenta. Existem igualmente trés situacdes possiveis:

* Se a percentagem de rigueza investida em ativos com risco aumenta
guando a riqueza aumenta, entao o investidor exibe uma aversao relativa
ao risco decrescente.

e Se a percentagem de riqueza investida em ativos com risco se mantém
constante quando a riqueza aumenta, o investidor exibe uma aversao
relativa ao risco constante.

e Se a percentagem de riqueza investida em ativos com risco diminui
guando a rigueza aumenta, o investidor exibe uma aversao relativa ao
risco crescente.



Uma medida da aversao relativa ao risco é dada por

WU (W)
U (w)

R(W) = —

A primeira derivada de R(W) em ordem a W indica o comportamento de
aversao relativa ao risco resultante de uma alteragao da riqueza, pelo que se
podem verificar as seguintes situagoes:

- Se R'(W)< 0 a funcao utilidade exibe uma aversao relativa ao risco
decrescente;

- Se RY(W) = 0 a funcao utilidade exibe uma aversao relativa ao risco constante;
- Se R'(W) > 0 a funcao utilidade exibe uma aversao relativa ao risco crescente.



Exemplo

Considerando a funcao de utilidade usada no exemplo anterior, tem-se

bW
R(W) = 220 _
a—2bW
¥
R’(“’j: -bﬂ —
(a—2bW)

0 que corresponde a um investidor com uma aversao relativa ao risco
crescente.



Sintese

Condigao

Aversao relativa ao risco
crescente

Aversao relativa ao risco
constante

Aversao relativa ao risco
decrescente

Defini¢ao

A medida que a riqueza
aumenta, o investidor
diminui a percentagem
investida em ativos com
risco

A medida que a riqueza
aumenta, o investidor
mantém a percentagem
investida em ativos com
risco

A medida que a riqueza
aumenta, o investidor

aumenta a percentagem
investida em ativos com

Propriedade de A" (W)

R'(W)>0

R'(W)=0

R'(W)<0

Exemplo de funcao
utilidade

U(W)= W — bW?2, b>0

U(W)=InW

46



Conclusao

* Em geral, aceita-se que os investidores tém A" (W)<0, isto é, tém
aversao absoluta ao risco decrescente.

* Em geral, aceita-se (embora de forma menos consensual) que os
investidores tém R’ (W)=0, isto &, tém aversao relativa ao risco
constante.



Funcoes utilidade

* Quadratica: U(W)= aWW — bW #%, coma, b>0e W < %

Wb
* Poténcia: U(W) = 7,0 <b<l1
* Logaritmica: U(W) = a+ blnW, b >0

* Exponencial: U(W) = —%e"aw,a > 0



